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CAPACITA E GLI SPAZI H' E H}

1. UNA NUOVA CLASSE DI EQUIVALENZA

Sia v un elemento di H'(R?), ovvero una classe di equivalenza rispetto alla seguente relazione di equivalenza
per funzioni misurabili:

Definizione. Date due funzioni misurabili
p:R'SR e ¢:R*=R
diciamo che

¥ ~ae 1/}
se esiste un insieme N di misura di Lebesgue nulla in R? tale che

@(x) = (x) perogni x € RI\N.

Sappiamo che possiamo trovare una funzione
0y RY S R,

misurabile e nella classe di equivalenza u, con la seguente proprieta:

Esiste un insieme N, di capacita nulla in R? tale che

(1)

©u(zo) = lim oy () dx = lim u(x)dr  per ogni x9 € R*\ N,.
r—0 B, (z0) r—0 B (z0)
Inoltre, se
¥y : RT 5 R,

& un’altra funzione con la stessa proprieta:

Esiste un insieme Ny  di capacita nulla in R? tale che

2
@ Yy (x0) = lim/ Yy (x) do = lim/ u(x)dr  per ogni  xo € R\ Ny.
B,,,(wo) B,»(:E())

r—0 r—0
allora, le due funzioni ¢, e 1, coincidono sull’insieme
Rd \ (NLP U N"P)a

dove possiamo osservare che anche N, UNy, ha capacita nulla. Ora, definiamo la seguente classe di equivalenza:

Definizione. Date due funzioni misurabili
e:R'SR e ¢:R'SR
diciamo che
P ~ge
se esiste un insieme N di capacita nulla in R? tale che

o(x) =(z) perogni x € R\ N.

E immediato verificare che le funzioni 1, con la proprieta (2) sono tutti e soli gli elementi della classe di
equivalenza di ¢, secondo la relazione ~¢.. Quindi, possiamo identificare le classi di equivalenza v € H L(RY)
(generate dalla relazione ~g.) con le classi di equivalenza generate dalla classe di equivalenza secondo ~g di
una qualsiasi funzione ¢, con la proprieta (1). In altre parole, d’ora in poi, tutti gli elementi u di H'(R%)
saranno classi di equivalenza secondo ~,. ed ogni rappresentante ¢, di u avra la proprieta (1). Come al solito
useremo la stessa lettera per indicare la classe di equivalenza ed i rappresentanti che la generano.



2. CONVERGENZA cap-QUASI-OVUNQUE

Definizione 1. Diciamo che una proprieta P vale cap-quasi-ovunque in R? se esiste un insieme N di capacita
nulla in R? tale che P(x) vale per ogni punto x € R\ N.

Teorema 2. Sia u, una successione in H'(R?) che converge forte-H' ad una funzione v € H'(R?). Allora,
esiste una sottosuccessione Uy, che converge a u cap-quasi-ovungue.

Proof. A meno di estrarre una sottosuccessione, possiamo supporre che
lUnt1 — unllgrray < 47" per ogni n > 1.

Sia N un insieme di capacita nulla tale che

Un (o) = }13% i )un(x) dr perogni zo € R¥\N edogni n>1.
r(xo

Mostreremo che esiste un insieme €2 di capacita nulla tale che:
(a) per ogni x € R?\ (M UQ) la successione u,(x) ¢ di Cauchy;
(b) il limite us ha la proprieta seguente:
Uso(Tp) = lim Uso(z)dz  per ogni  zo € RT\ (NUQ).
r—0 Br(l‘o)

Step 1. Costruzione di 2. Per ogni n definiamo gli insiemi

1 1
Wy = {x cR? . 5 [thnp1 — Up| > on Dberun qualche r € (0, 1)}7
| T‘ B, (z)

+o0 +o0
Q,L=ka e Q::ﬂﬂn.
k=n n=1

Fissiamo ora R > 2 e consideriamo una funzione cut-off ¢ tale che
(pRzl in BR+1, (pRZO in Rd\BgR.

Allora, abbiamo

C
cap (wn; B2r) < (2”)20d/ IV (g (un — ungr))| do < o
Bar

Di conseguenza,
1
cap (U Bor) S TR
ed infine
cap (Q; BQR) =0.
Step 2. Dimostrazione di (a). Se x ¢ Q, allora x ¢ ,, per un qualche n e quindi

1
|Br| /B, (a)

1
lug+1 — ug| < or  per ogni k>n eperogni re€(0,1).
Di conseguenza, passando al limite per » — 0, otteniamo

1 .
lug(z) — upsr(x)] < or  ber ogni k> n.



3

Step 2. Dimostrazione di (b). Sia z ¢ QUN (quindi z ¢ Q,, UN per un qualche n > 1). Usando il punto
precedente ed il fatto che (Qk) x> © una familglia derescente, abbiamo che per ogni m > n

uoo('r)_][B()uoo
r(z

< oo (T) = um ()| +

+ Um — ][ Um,
B, (x)
U hy
B, (z) B, (x)
<4y ][
< — 4 Uy, — U, | -
om Bo(z)

Ora, usando il fatto che z ¢ N e passando al limite per r — 0, otteniamo

im - —.
b, Uoco\T ) Uoo | > om
Inﬁne7 siccome m é arbitrario, abbiamo la tesi. O

3. TRACCE

Se Tu € L?(0B,) ¢ la traccia di una funzione di Sobolev v € H'(R?) e se ¢, : R — R & una funzione con
la proprieta (1), allora ¢, ¢ definita per H?~!-quasi-ogni punto su 9B, e

Tu=¢p, in L*9B,).

In altre parole, la traccia di u € la restrizione del rappresentante .

4. QUASI-CONTINUITA
Teorema 3. Consideriamo una funzione di H*(R?) e una sua rappresentante u : RY — R tale che

u(xg) = lim u(z)dx  per cap-quasi-ogni xo € R%
r—0 B’!‘(IO)

Allora, per ogni € > 0 esiste un insieme . tale che

w:RY \ Q. =R & una funzione continua e cap (QE; BQR(xO)) <&,
per ogni xo € R? ed ogni R > 1.
Proof. Sia ¢,, € C°(R?) una successione di funzioni tale che

€ .
llon — ull g1y < g perogni ne€ N.

Consideriamo gli insiemi
1 oo
Ay = {JC eR? ¢ Jppp1(z) — pr(z)| > ok } e Q. = U Ay,
k=1

Chiaramente, su R? \ Q). la successione ¢,, converge uniformemente ad una funzione ¢, continua su R? \ €..
Inoltre, siccome ¢,, converge a u cap-quasi-ovunque su R?, abbiamo che esiste un insieme di capacita nulla N
tale che

U= s su R\ (Q UN)
Quindi, basta dimostrare che
cap (QE UN; BQR(xO)) >¢ perogni xo€R?Y edogni R> 1.
Fissiamo R > 1 ed una funzione pr € HJ(Bag) tale che

pr=1 su Bpg; 0<¢pr<1 e |Vegr|<1l su Bap.
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Allora,
AN Br = {2*¢g|prt1 — x| > 1} N Bg,

e quindi
€
cap(Ax; Bagr) < 4k16@~

Sommando su k > 1, otteniamo

+oo

cap(Qe; Bag) < Y cap(Ay; Bar) < 6e,

k=1

che conclude la dimostrazione. O

5. GLI SPAZI H{
Teorema 4. Siano u € H'(R?) e Q un aperto di R%. Allora, sono equivalenti:
(i) u € H(Q);
(ii) u = 0 cap-quasi-ovunque in RY\ Q.
Proof. L’implicazione (i) = (ii) segue direttamente dalla definizione di Hg () ed il Teorema 2. Dimostreremo
che (ii) = (i). Possiamo supporre che
QCBgr, u>0 e u € Hy(Bag).
Sia N un insieme di capacita nulla tale che
u=0 in R\ (QUN).
Sia inoltre K, un insieme tale che
u:R¥I\ K, - R
¢ una funzione continua e
cap(Ke; Bag) <

N ™

Allora esiste un insieme aperto €2, tale che:
K. UN C Q. e cap(Qe; Bagr) < €.

Consideriamo ora la funzione
1
We € HO (BQR)
che realizza il minimo

min{/ |Vu|>dz : uw€ H}(Bag), u=1on Q., 0<u<1 in BQR}.
Bar

Allora,
/ |Vw:*dz < e, uw(l—w.)=0 on Q.U(R\Q).
Bar

u(l —w.) — u fortemente in  Hj (Bag).
Quindi e sufficiente mostrare che
u(l —w.) € HY () per ogni e > 0.
Per ogni t > 0 consideriamo la funzione
up = (1 —we)(u—1t)4

Osserviamo che l'insieme {u; # 0} & contenuto in Q e che inoltre

{us #0} € Q.
Di conseguenza,

uy € Hy ().
Siccome, u; — (1 — we)u, otteniamo che (1 —w.)u € H}(Q) e quindi la tesi. O
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